Calculus 3 Tentamen 2013

di 18 juni 2013 8:30-11:30 in de Koos Duppenhal (Tennishal)

Het tentamen bestaat uit 5 vraagstukkken. De puntenwaardering kunt u vinden aan het
begin van de vraagstukken. Het maximaal aantal punten dat u kunt behalen is 90. U krijgt 10
punten gratis.

Opgave 1 (74+10=17 pt.)
Het begrensde en gesloten oppervlak S C R? wordt gegeven door de vergelijking g(z,y,2) = 0,
waarbij
22 2 22
9@,y z) =5+ 5+ 5 - L

Hierin zijn a, b en ¢ positieve getallen.

1. Toon aan dat het raakvlak in een punt p = (zo,v0,20) € S gegeven wordt door de
vergelijking f(x,y,z) = 0, met

ToT Yoy | <0%
f(.CE,y,Z):?—i‘bT—F?—l. (1)

2. Bepaal de extreme waarden van f op S.

Opgave 2 (74+10=17 pt.)
Laat z = f(u,v), waarbij f een C*-functie is. Door de substitutie u = 2? + y? en v = z + y is
z ook op te vatten als functie van x en y.

1. Toon aan dat

o: 1o 0
ou  2x—vy) dx Oy’

Hint: Gebruik de kettingregel om eerst z, en z, te bepalen.

2. Druk )
0°z 0z
2u —v?)—= + —
(2u—v )8u2 * ou
uit in x, y en de partiéle afgeleiden van z naar x en y.
0zy _

Hint: Ook z, is een functie van x en y dus U=

Opgave 3 (7+10=17 pt.)
Gegeven de tweede-orde differentiaalvergelijking y”(z) + 4y(z) = sinz.

1. Bepaal alle oplossingen van de differentiaalvergelijking.

2. Ga voor de differentiaalvergelijking na of er een oplossing is voor het randvoorwaardepro-
bleem



Opgave 4 (74+10=17 pt.)
Beschouw het stelsels vergelijkingen
xlyg — 2mays = 1, xﬂ/% + Xay2 — AYays = —9,  Xay1 + 3301932, = 12.

1. Laat zien dat in de buurt van (z1,x2,y1,¥2,y3) = (1,0,—1,1,2) kunnen we het stelsels
oplossen naar y;, yo and ys.

2. Met behulp van het resultaat van onderdeel 1 kunnen we v, y2 en y3 als functies van

en x5 beschouwen. Bereken %(1,0), g—fg(l,O) en g—gf(l,()).

Opgave 5 (54+5+54+4+3=22 pt.)

Zij w een 2-vorm in R? gedefinieerd door
B 1

o (m2 +y2 + 22)3/2(

en schrijf S, voor het boloppervlak met radius » > 0, d.w.z.

S, ={(z,y,2) e R® : 2% + 9>+ 2% =r?}.

xdy Ndz+ydz Ade + zdz A dy)

1. We beschouwen de volgende parametrisatie van het boloppervlak:
X :[0,7] x [0,27) = R* (uy,us) + (rsinuy cos uy, rsin uy sinuy, r cos uy ).

Laat a,b € R® en N de naar buiten gerichte normaal van S, in het punt X(u) € S,.
Toon aan dat X compatibel is met de orientatie geinduceerd door de 2-vorm die gegeven
wordt door Qx(u)(a,b) = det[Nab]. [Hint: merk op dat N = (zi+ yj+ zk) voor
(x7 y7 Z) e S’I']

2. Toon aan dat fST w = 4.
3. Toon aan dat dw = 0.

4. Controleer de veralgemeniseerde stelling van Stokes voor het gebied M = {(x,y,z) € R? :
a’? < x2® + y* + 2% < 1}, waarbij 0 < a < 1 constant mag worden verondersteld.

5. Laat S, het boloppervlak zijn met straal e. Zij S een gesloten, begrensd (compact)
oppervlak die S, volledig omvat, zoals gesuggereerd in het plaatje hieronder.
Veronderstel dat S georienteerd wordt door de naar buiten staande normaal.
Beargumenteer dat dan | gw =4m.




Uitwerking

Opgave 1. 1. De vergelijking van het raakvlak in p aan S is Vg(p) - (x — p), met x = (z,y, 2)
en p = (xg, Yo, 20). Uitwerken geeft de vergelijking

Gebruik g(zo, Yo, z0) = 0 om hieruit de gevraagde vergelijking af te leiden.
2. Als x = (z,y,2) € S een kritiek punt is van f op S, dan is er een A € R zodat

Vf(x) = AVy(x)

g(x) =0.
Uitschrijven geeft
. o

Aangezien (0,0,0) € S, geldt (zo, Yo, 20) # (0,0,0), en dus A # 0. Dus volgt

T W _ %

TToY T o T ox

Invullen in (2) geeft

1

dus ;> = 1. Hieruit volgt: A\ = +3. De kriticke punten zijn dus p = (20,0, 20) en ¢ =
(—x0, —Y0, —20). Gegeven is dat S gesloten en begrensd is, en dus compact. Dus g neemt op S
zijn maximum en zijn minimum aan. Aangezien g(p) = 0 en g(q) = —2, volgt dat g op S een
absoluut maximum heeft in p en een absoluut minimum in q.

Opgave 2.
1. Met de kettingregel leiden we af:

Zy = 222y + %
2y = 2Yzy + 2.
Oplossen van dit lineaire stelsel van twee vergelijkingen met twee onbekenden z, en z, geeft

1

= 2 —y)

(20 — Zy)- (3)

2. Ook z, is een functie van x en y. Er geldt dus:

= () = s (2 = ()
1 g 0 1
= 2(x—y)(%_a_y)(2(x—y)(zx Zy))
1
a 2(z — )3(Zy Z) + A(x )z(zm — 22ay + 2yy)



Eenvoudig is af te leiden dat 2u — v? = (z — y)?. Samen met (3) levert dit

Pz 0z 1 (822 5 0%z 822>

Qu—v— 4 (o9 LT
(2u U)8u2+6u 4 \ 9z 8x8y+8y2

Opgave 3. 1. [9 pt.] De oplossing van het homogene deel is ¢; cos 2x + ¢o sin 2z. Een parti-
culiere oplossing volgt door invullen van y,(x) = Acosx + Bsinz, hetgeen geeft

—(Acosx + Bsinz) + 4(Acosx + Bsinz) = sinz

Lsinz. Dus alle oplossingen

met als oplossing y,(7) = 3

1
y(x) = ¢y cos 2z + cosin 2z + 3 sin x

2. [6 pt.] Invullen van y(0) = 0 geeft ¢; = 0 terwijl invullen van y(7) = 1 geeft ¢; = 1 hetgeen
strijdig is.

Opgave 4. 1. [6 pt.] LetFy = 22y — 2zoy3, Fy = 219} + oo — 4ypys = —9, and Iy =
Tolyy + leyg. Following the implicit function theorem we can locally solve Fy = 1, F; = —9
and F3 = 12 for yy, yo and y;3 if
B ] T o am om
det e 6%3 = | dry; T2 —4ys —4y
5 Oy o T2 0 621ys3

= —GOxilyfygyg — 8x%x2y§ + 2:703 — 8x§y3 # 0.

For (z1,x2,y1,Y2,y3) = (1,0, —1,1,2) this determinant is —120.
2. [9 pt.] Take the partial derivative of the three equations with respect to z; to get

ys 0y
S+ 2myp— — 21 =0
Y5 + 221Y2 D, To— D, ;
Oy 0o 3y2 ys
5 4
5 4 =0,
it Ilylaxl*‘anxl Bor o

dy
+ 3y3 —|—6$1y3 Y3 =0.

8 T a Z1
At (21,22, y1, Y2, y3) = (1,0, —1,1,2) these equations become
Oy
1+2—==0
+ 8x1 ’
I Oya Oya
1 g% 9
* 8:61 8561 8171
0
12+ 1222 — g,
8:81
Solving, we find
oy 7 Oy 1 dys3
Ll — — Zand 28 - 1,

or1 5 or 2" o,



Opgave 5. 1. [4 pt.| For the parametrization X we have T, = r(cos u; cos uz, cos u; sin us, — sin u, )
and T, = r(— sinwu; cos uy, sin u; cosug, 0). Then

Sinuy COSUs 7 COSUL COS Uy —T SIN Up SIN Uy
Ox (u) (Ty,, Ty,) = det | sinuysinug rcosuysinug rsinwug cosuy | = r2sinug > 0.
COS Uy —7rsin uy 0

In fact, this quantity is strictly greater than 0 when the parametrization is smooth and so the
parametrization is compatible with the orientation.

2. [5 pt.] We note that on S, we have w = L(zdx A dz + ydz A de + zdz A dy) as the
denominator of the prefector in w is 1/r% on S,. Therefore

1 27 T
/w:/w:—g/ / [rsinulcosu2
. X ™ Jo Jo

~+ 7 sin uq sin usy

7 COS Uy SIN Uy 7 SIN Uy COS Usy
—7rsin ug 0

—7sin uy 0
7 COS U] COS Uy —7 Sin Uy Sin us

—7T COS U] COS Uy —7 SIN U7 SIN Usg
T COS U7 Sin U9 T Sin uq COS Ua

/ / sin® uq + cos? uy sin uy)duydug = / / sin uq duy dus

= 2m(—cosuy)|y = 4.

+ rcosuy } duidus

3. [4 pt.] Using

p [ T 1 =+ 2* —22%)dx — 3wydy — 3xzdz
_(1:2 + yz + 22)3/2_ o (11:2 + yz + 22)5/2

p [ Y | —3zydr — (2% 4 2* — 2y*)dy — 3yzdz
_(xQ + yz + 22)3/2_ o (xQ + yz + 22)5/2

g [ z 1 —3zzdr — 3yzdy — (a* + y* — 22°)dz
_(xQ + y2 + 22)3/2_ o (xQ + y2 + 22>5/2

we get

1
(12 1 y2 + 22)5/2 [
+ (2% — 2y° + 2%)dy A dz A dx
+(2* +y* — 22%)dz A dz A dy]

dw =

(y? + 2% — 20%)dx A dy A dz

which is 0 on R*\{0}.

4. [4 pt.] The boundary of M consists of the unit sphere S; and the sphere of radius a which
we denoted by S,. Following part 3 we know [ 1 dw = 0. From part 2 we know that | g W =4m.
Using that S, needs to be oriented by the normal vector pointing inward (i.e. outside of M)
and the arguments in part 2 we get [, w = —4m. Hence [, dw =€op w.

5. [3 pt.] Let region M be the region bounded by S from the outside and S, from the inside
where S, is oriented by the inward normal. Then

Oz/dw:/ w:/w+/w:/w—47r.
M oM s S. s

The very left and the very right of the chain of equalities give |, gw = 4.



